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In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, dal3 fiir Eigenfunktionen des 
Laplace-Beltrami-Operators auf kompakten zweidimensionalen Riemannschen 
Mannigfaltigkeiten die L~inge der Knoten mindestens wie die Wurzel des 
Eigenwertes w/ichst. Damit wird das Ergebnis von [5J verallgemeinert. Herrn 
Dr. D. Gromes danke ich ftir zahlreiche anregende Diskussionen. 

Es sei M eine zusammenh/ingende und kompakte zweidimensionale Rie- 
mannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Auf M betrachten wir den Laplace- 
Beltrami-Operator A, der in lokalen Koordinaten x i mit dem metrischen Tensor 
(gij) und (giJ):=(glj)- 1 sowie g:=det(gij), 1 <i,j<2, die Form 

fgg'  
hat. - A ist ein positiver symmetrischer Operator in L2(M) mit Definitionsbe- 
reich C~(M). Die Friedrichsfortsetzung definiert eine positive Selbstadjungierte 
Erweiterung D yon - A in L2(M). Das Spektrum von D besteht aus einer 
abz/ihlbar unendlichen Folge von Eigenwerten endlicher Vielfachheit ohne 
H~iufungspunkte im Endlichen. Die zugeh6rigen Eigenfunktionen sind nach 
bekannten Regularit/itss~itzen in C~ ([1], Satz6.3). Wir z~ihlen die Eigen- 
werte 0=21 <22<--- ihrer Vielfachheit nach und w~ihlen eine in L2(M) ortho- 
normierte und reellwertige Folge ((P,),~N von zugehSrigen Eigenfunktionen. Die 
Eigenwerte und Eigenfunktionen k6nnen auch durch das folgende Minimum- 
problem charakterisiert werden. Bezeichnet Ha(M) den Raum der Funktionen 
in L2(M) mit quadratintegrierbaren ersten Ableitungen, so ist ftir n~N 

2n=min{~ Igrad~0121cp~Hl(M) mit ~ rcp]2=l 
M M 

und j q~cp:=0 ffir l__<j<n-1}, 
M 

und die Eigenfunktionen zum Eigenwert 2, sind genau die Funktionen in 
Hi(M), die das Integral unter den angegebenen Nebenbedingungen minimieren. 
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Diese Aussagen gelten auch fiir das Dirichletproblem in Teilmengen yon M, z.B. 
solchen mit stiickweise differenzierbarem Rand. Unter den Knoten einer Eigen- 
funktion ~o, verstehen wir die Menge 

K (~o.): = ~o; 1 (0) c M ,  

und als Knotengebiete yon ~0, bezeichnen wir die Zusammenhangskomponenten 
yon M - K ( % ) .  

Bezeichnet nun K(p) fiir p~M die Schnittkrtimmung yon M im Punkt p, so 
setzen wir 

K :=max lK(p)L+  1. 
pEM 

Es sei weiter n: T M ~ M  das Tangentialb[indel yon M und ftir r > 0  

Br(M): = {v~ TM[ Ilvl] <r}.  

Ist qEM und expqIBr(M)c~TqM eine Einbettung, so nennen wit kr(q) 
:=expq(Br(M)c~ TqM) die geod~itische Kugel um q vom Radius r. Es sei Pl der 
Injektivit~itsradius yon M, und 

45} 
W~ihlen wir zu jedem p~M eine orthonormale Basis {el(p),e2(P) } yon TpM, so 
hat die Matrix 

(g~J(v))~ ~ (g,xp~o,(v)((d exp~(~))~(e i(r~(v))), (d exp~(~))~(ej(rc(v)))))- 1 

ffir wBzo(M ) positive Eigenwerte, die unabh~ingig yon der Wahl der orthonor- 
malen Basis und damit stetige Funktionen yon v sind. Bezeichnen wir sie mit 
#t(v), #2(v), so gibt es also ein C 1 > 0  mit 

1 
< ~(v)_<_ c~ (2) 

fiir veBzp(M ) und j =  1, 2. In der Terminologie yon [4], Kap. I, C III ist schlieB- 
lich die ffir veBzp(M) dutch 

0 (v).-= [det((d exp~(~))o)l = (#l(v) #2 (v))- ~ 

definierte Funktion stetig und geniigt der Ungleichung 

1 ~<o(v)<_ cl. (31 

l~ber die Struktur der Knoten einer Eigenfunktion gelten die folgenden bekann- 
ten Aussagen, die wit der Vollst~indigkeit halber kurz beweisen (s. [2] und [7]). 

Satz 1. a) Jeder Knotenpunkt p yon q~, besitzt eine Umgebung U in M derart, daft 
U m K((p,) aus Ic eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten yon M besteht, die nur 
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den Punkt p gemeinsam haben, kEN. Sie lassen sich so anordnen, daft zwei 
benachbarte in p den Winkel •/k biIden. 

b) Die Knoten yon go, sind eine Vereinigung kompakter eindimensionaler 
Untermannigfaltigkeiten yon M ohne Rand. 

Beweis. a) Es sei p ein Knotenpunkt  yon go, in M. Nach Einffihrung yon 
Normalkoordinaten kSnnen wir annehmen, dab p=0~lR 2 und dab go, in einer 
Umgebung V yon 0 der Gleichung 

d % + 2 . g o . = 0  (4) 

mit 2. > 0  geniigt; dabei ist A durch (1) gegeben und die g*J erFfillen zusgtzlich die 
Gleichungen 

~a'iJ 
glJ(O) = ~ij, ~ ( 0 )  = 0, (5) 

1 <_ i,j, k < 2. Dann ist tGa C ~ (V); aus [3] folgt welter, dab nicht aIle Ableitungen 
yon go, in 0 verschwinden k6nnen. Es sei also k e N  die niedrigste Ordnung einer 
nicht verschwindenden Ableitung. Ftir k =  1 ist die Aussage klar, so dab wir 
k > 2 annehmen k6nnen. Aus (4) und (5) erhalten wir dann, dab 

Ok q" i (0) = Ok go" 

fiir O<_l<k-2.  Es ist nun nicht schwer zu sehen, dab es ein z~q2-{0} und 
Funktionen bseC~~ gibt, 0__<j__<k+l, so dab in V 

k + l  

go, (x l, x 2) = Re (z(x I + i x  z) g) + ~ x { x~ +1 -Jbj (x i, x 2). (6) 
j=O 

Die Behauptungen folgen nun aus einer einfachen Anwendung des Satzes fiber 
implizite Funktionen und aus den Eigenschaften der Normalkoordinaten. 

b) Der Beweis yon a) zeigt, dab die Knoten von 4o, genau dann in keiner 
Umgebung eines Knotenpunktes p eine Mannigfaltigkeit bilden, wenn grad ~G(P) 
--0. Aus (6) ergibt sich leicht, dab diese Knotenpunkte in M isoliert sind und 
deshalb wegen der Kompaktheit  von M eine endliche Menge A bilden. K(go,) 
- A  besteht dann aus endlich vielen disjunkten eindimensionalen Untermannig- 
faltigkeiten ohne Rand, die durch die Punkte von A eindeutig fortsetzbar sind. 
Daraus ergibt sich die Behauptung. 

Die im Satz erwghnten eindimensionalen kompakten Untermannigfaltigkei- 
ten nennen wir die Knotenlinien von go,. Die Knotengebiete werden also von 
Stricken von Knotenlinien begrenzt und haben sttickweise differenzierbare R~in- 
der. Weiter sieht man leicht, dab es nur endlich viele Knotengebiete gibt. Um 
die Situation in einer Dimension zu verallgemeinern, kann man nach der Anzahl 
k(n) der Knotengebiete yon go, fragen; bier gilt der bekannte Satz yon Courant 
([8], S. 393), dab k(n)<n. Die Versch~rfungen dieses Satzes durch Pleijel [11] 
und Peetre [10] zeigen aber, dal3 diese Verallgemeinerung unbefriedigend ist. 
Wir wollen stattdessen wie in [5] die L~inge der Knotenlinien bez. der von M 
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induzierten Riemannschen Struktur untersuchen, was nach Satz 1 sinnvoll ist. 
Bezeichnen wir dazu die L~inge yon K(q),) mit L(~0,), so erhalten wir das 
folgende Ergebnis. 

Satz2. Es gibt ein C > 0  und ein no~N, so daft ffir n>n o 

L( ~o.) > C I/~, . 

Der Beweis yon Satz 2 und eine explizite Form yon C werden sich aus den 
folgenden Hilfss~itzen ergeben. Wir beginnen mit einer Aussage fiber die Dichte 
von Knotenpunkten in M, die im Euklidischen Fall wohlbekannt ist (I-8], 
S. 392). Dabei bezeichnet J0 die kleinste positive Nullstelle der Besselfunktion Jo. 

Hilfssatz 1. Jede geodiitische Kugel in M, deren Radius r die Ungleichung 

(2C1Jo) 3 .a  �89 t ~ - 

=:  ~2-<-r<-2p (7) 
vZ. 

erffillt, enthiilt Knotenpunkte yon r 

Beweis. Es sei p~M und r eine Zahl, die (7) erfiillt; wir nehmen an, dab k~(p) 
keine Knotenpunkte yon ~o, enth~ilt. Dann gibt es ein Knotengebiet M~ yon ~o, 
mit k~(p)~ M~. ~%IM~ ist dann die erste Eigenfunktion des Dirichletproblems fiJr 
A in M~ und 2, der erste Eigenwert, da nach dem Satz von Courant die erste 
Eigenfunktion nicht in Mt  verschwindet, alle anderen aber aus Orthogonalitats- 
griJnden Knotenpunkte in M~ haben miissen. Ist andererseits q/ die erste 
Eigenfunktion des Dirichletproblems fiJr A in k,(p) zum Eigenwert 2, so ist die 
Funktion 

01 (P): = ~p (q)' 
qEk~(p), 

[0, q6M 1 - k~(p), 

sicher in HI(M1) und deshalb 2,<,~ nach den Minimumseigenschaften der 
Eigenwerte. 

Es sei nun weiter ~z die erste Eigenfunktion des Dirichletproblems fiJr den 
Laplace-Operator in V : = B r ( M ) n T p M ~ I R  2 zum Eigenwert j~/r 2. Setzen wit 
noch 02..=~2o(expplV) -1, so folgt aus den Minimumseigcnschaften, aus [4], 
Kap. I, Beh. C III 2 und aus (2) und (3): 

)~< ~ ]grad0212( ~ 10212) -1 
k.(p) kr(p) 

=S ~ giJ(v) (v) (v)O(v)dv(ol~212(v)O(v)dv)-1<C~ j 2 (  
~j= l  oxj  v = ~ - - -  2-" 

Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung. 
Als niichstes ben/Stigen wir eine Absch~tzung fiir die Liinge einer geschlosse- 

nen Kurve, die nur aus Stiicken yon Knotenlinien besteht. 

Hilfssatz2. Es sei ccK(cp,) eine einfach geschlossene Kurve in M mit L(c)< 4p. 
Dann ist 
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2rCjo 1 L(c)>= 

Beweis. Wir w/ihlen ein peM mit c~kzo(p ). Es sei G das Innengebiet von 
exp,-1(c) und G.'=expp(G). Wir setzen @: =~0,[G. Bezeichnet ,~ den ersten Eigen- 
wert des Dirichletproblems flit den Laplace-Operator in G, so erhalten wir mit 
~: = @o (expp[G)- ~ und Behauptung C III 2 in [43, Kapitel i" 

2, = 5 [grad @12(~ 1@[2)--1 
G G 

= t ~,j=l ~2 gU(v) ~x~ (v)at~ ~xj8~ (v) O(v)dv(~ l~[2(v) O(v)dv) -a =>~-~,~. 

Kombinieren wir die Ungleichung von Faber und Krahn I-9] mit der isoperime- 
trischen Ungleichung, so folgt weiter 

3~> 4~2j 2 

- L(ad) 2" 

Wenn wir jetzt noch beaehten, dab L(r CI~L(OG), so ergibt sich insgesamt 

4rc2j 2 

>= L(c): 

wie behauptet. 
Schlieglich brauchen wir die folgende Aussage tiber Kugelpackungen in M. 

Zur Abktirzung setzen wir 

~ 

0 < r _ < m i n ~ _  ( o ,  ~23_~ = C )  :C4. Dann gibt es pi~M so, daft Hilfssatz 3. Es set die 
k J 

geodi~tischen Kugeln kzr(pl) sich paarweise nicht schneiden, 1-< i-<N(r). Ffir N (r) 
gilt dabei die Abschiitzung 

N" ,_ C3~ p 1 
tr) 7" (8) 

Beweis. Es sei p~M. In TvM=IR 2 betrachten wit die konzentrischen Kreise ~j 
um 0 vom Radius jr und setzen c~:=expp(~j), j cN.  Ist q~cp so ist fdr kleines j 
k2r(q) enthalten in dem von cj_ 1 und cj+l begrenzten geod~itischen Kreisring. 

Wenn wir also ftir OGjl<jNjz<=P----1 auf c2~+i n(j) Punkte finden, deren 

Abstand paarweise > 2r ist, so erhalten wir N(r) Kugeln der gewiinschten Art 
mit 

dE 
g ( r )=  y n O. 

J = J l  
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Nach Konstruktion yon p kSnnen wir nun den Vergleichssatz von Rauch 
anwenden ([6], Satz 1.30), d.h. n(j) l~iBt sich nach unten absch~itzen durch die 

1 
entsprechende Zahl auf der zweidimensionalen SpNire vom Radius ~ .  Ftihren 
wir dort Polarkoordinaten ein durch 

1 y = ~ s i n 0  sinq), x = ~ s i n 0  cosq), 1 

1 z=~cosO,  O<O<n, 0 <  q~ <2re, 

ist c2~+1 gegeben durch die Gleichung 0 = ] / K ( 2 j + l ) r .  Eine element~ire SO 

Uberlegung zeigt dann, dab fiir ql, qaec2j+~ der sphgrische Abstand d(ql,q2 ) 
der Ungleichung 

d(ql,q2)>=-~sin]//K(2j + l)rlq)(ql)-q~(q2)l 

geniigt. Wir bestimmen weiter j~ bzw. j2~N als die kleinste bzw. gr6Bte Zahl j 
mit (2j+l)r>p bzw. (2j+2)r<2p. Fiir jl<j<j2 und ql,q2~c2j+j ist dann 

C37z 
d(ql,q2) > C3IcP(qI)-cP(q2)[ und damit wegen r < - -  

-~- - -  2 

> C37z 
n(j)= 2 r "  

Wegen r < ist ferner J 2 - J l  >~  p- und somit 
r 

F2 ~ 

womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
Damit kommen wir zum 

Beweis yon Satz2. Wegen lira 2 , =  oo kSnnen wir ein noeN so finden, dab ffir 
n~co 

Yl~-~n 0 

C2 <_min{C4,2pC2C2.~. 
V ~n - ~Zjo ) 

C2 
Setzen wir r :=  ~ ,  so gibt es Punkte pieM, l<-i<-Ntr), derart, dab die 

V,~n 
geodiitischen Kugeln k2~(Pi) in M enthalten sind und sich paarwelse nicht 
schneiden, w~ihrend N(r) der Ungleichung (8) geniigt. Nach Hilfssatz 1 entNilt 
jede der Kugeln k~(p~) einen Knotenpunkt q~ yon q~n, 1 <_iNN(r). Es seien nun c i 
die Knotenlinien yon ~0~, 1 _<j < m. Jedem ql ordnen wir eine Knotenlinie zu, die 
q~ entNilt, so dab cj sj dieser Punkte zugeordnet erNilt mit O<s j<N( r )  und N(r) 
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1 
= sj. Ist s j=  1, so wird wegen 4p > 

j = l  ~ n  

L, ,_  2zCjo 1 
tc)~ C~ 1~ " 

Ist sj > l ,  so ist nach Konstruktion 

1 
L(cj) > sg 2 C2 - ~ .  

Damit ergibt sich insgesamt wegen (8) 

2 jo , 1 
L((p.)>~j>=l ~ L(@> N(r)min 2C2'  ~ C 1  J]~nn- 

c p f t " > 8 C 2  2 m i n l 2 C 2 ,  1 ) 

- -  m i t  Hi l f s sa tz  2 

w o m i t  der Satz  b e w i e s e n  ist. 
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